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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 40, № 5 (1986) 

К ТЕОРИИ ГРУПП АЛЁШИНСКОГО ТИПА 

А. В. Рожков 

В 1972 г. С. В. Алёшин [1] указал семейство конечно 
порожденных бесконечных р-групп, возникающих как 
группы автоматных преобразований, а в 1980 г. Р. И. Гри-
горчук [2, 3] нашел аналогичное семейство среди групп 
преобразований отрезка, сохраняющих меру. Позже 
Ю. И. Мерзляков [4] показал, что оба эти типа групп очень 
тесно между собой связаны и составляют по существу 
одно семейство (см. также [5], § 23). Были опубликованы 
и другие примеры /?-групп, сходные с группами работы 
[1], но на других (равносильных) языках — в терминах 
пределов обратного спектра сплетений р-групп и в терминах 
автоморфизмов деревьев. Интересные новые свойства та­
ких групп указали, в частности, Гупта и Сидки [6]. 

Несомненное родство всех этих примеров наводило на 
мысль о существовании более общей конструкции, вклю­
чающей их в себя как частные случаи. В данной работе 
и предлагается такая конструкция — вводится понятие 
групп алёшинского типа или, короче, ЛГ-групп, которые, 
вообще говоря, могут быть непериодическими и не конеч­
но порожденными. 

В первых параграфах работы даются основные опре­
деления и устанавливаются общие свойства групп алё­
шинского типа, в том числе соотношения и некоторые свой­
ства расположения ЛГ-групп в группе автоморфизмов 
дерева кортежей. В § 4 дается критерий периодичности 
ЛГ-групп одного важного типа (A TVrpynn, теорема 1), 
а также достаточные условия периодичности групп более 
общего вида (теорема 2). В § 5 строится пример 2-порож-
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денной периодической группы алёшинского типа, содер­
жащей элементы всевозможных конечных порядков. 

§ 1. Основные определения. Пусть А — последова­
тельность множеств А0, Аг, . . ., каждое из которых со­
держит не менее двух элементов. Конечные последователь­
ности (а0, «!,. . ., #ft-i)> at £=^4ь будем называть корте­
жами длины п над последовательностью А. В целях еди­
нообразия бесконечные последовательности (а0, ах,. . .), 
аг Е ^ ь также будем называть кортежами. Длину конеч­
ного кортежа v будем обозначать символом || v !|, а равен­
ство первых п членов кортежей у и у' — сравнением 

у = у' (mod n). 

Пусть CovtnA обозначает множество всех кортежей 
длины п, Cort A — множество всех конечных кортежей, 
Cortex^ — множество всех бесконечных кортежей над по­
следовательностью А. Если у — некоторый кортеж, то 
по определению уп — его (п + 1)-й член, у[П] = (Vo» • • • 
• • •» Ynr-i), У in) = (Yn, Yn+i,. • О» ^ ^ N. В дальнейшем 
буквами \i, v, т будут обозначаться обычно конечные 
кортежи, а буквами у, 6, rj — бесконечные. 

Введем на множестве Cort А частичный порядок, по­
лагая [х ̂  v тогда и только тогда, когда кортеж \х являет­
ся началом кортежа v. Рассмотрим какой-нибудь авто­
морфизм ф упорядоченного множества Cort А. Нетрудно 
заметить, что ф оставляет на месте пустой кортеж и со­
храняет длины кортежей. Пусть v ЕЕ Cortn4, v+ — мно­
жество кортежей длины п + 1, продолжающих v. Легко 
видеть, что (v+) ф = ^ф)+ . Таким образом, автоморфизм 
Ф для каждого v Ez Cort А однозначно определяет под­
становку я = я (ф, v): а н> ((va) ф)п, п = || v ||, множе­
ства Ап, и, обратно, определяется набором этих подста­
новок однозначно, а именно по формуле 

Vф = (V07l (ф , 0 ) , Чг71 (ф , V[ i ] ) , . . . , Vn-хЯ ( ф , V [ n - i ] ) ) , 

если || v || = п. Это действие продолжается на множество 
Cortoo А по формуле 
Y<P = (Yô  (Ф, 0 ) , . . . ., 7пЯ (ф, Yw), . . . ) , T E Cortoo A. 

Еще раз подчеркнем особенность автоморфизмов множе­
ства Cort А: если кортежи v и [х имели общее начало т, 
то и их образы будут иметь общее начало —- образ корте­
жа т. 
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Упорядоченное множество Cort А иногда будет полез­
но рассматривать как дерево, вершинами которого явля­
ются кортежи, а ребрами соединены кортежи v, |i, где 
v ЕЕ \л+. Поскольку все интересующие нас преобразова­
ния принадлежат группе Aut Cort A, то для наших целей 
языки кортежей и деревьев равносильны. Этим мы будем 
пользоваться, давая некоторые формулировки на более 
наглядном, но хуже поддающемся формализации языке 
деревьев. 

Пусть / — преобразование множества Cort А; назовем 
его носителем множество 
supp / = {п ЕЕ N | (v/)n Ф vn для некоторого v ЕЕ Cort A}. 

Автоморфизм упорядоченного множества Cort А на­
зовем мутацией, если он изменяет самое большее один 
член любого кортежа. Мутацию //действующую только 
на первые члены кортежей как некоторая подстановка 
яо == по (/) £= Sym А о, назовем корневой (она действует 
только у «корня» дерева Cort А). Пусть 7 ЕЕ Cortoo-4 — 
фиксированный бесконечный кортеж. Мутацию g назовем 
мутацией вдоль у или, более собирательно, продольной 
мутацией, если она имеет бесконечный носитель, оставляет 
кортеж у неподвижным, а на любой другой кортеж т] 
действует так: если п — первый номер, для которого у\п Ф 
Ф Ym T 0 S действует на следующий член цп+1 как некото­
рая подстановка пп+1 = яп+1 (g, у, r\n) e Sym An+1, 
зависящая только от g, у, п, г|п, а остальные члены не 
меняет. Подстановки п0 (/), ях (g, у, а0), я2 {g, у, ai), . . . 
. . ., diE^Ai, будем называть сопровождающими 0-го, 
1-го, 2-го и т. д. уровней соответствующих мутаций, 7 — 
направляющим кортежем мутации g. 

ЛЕММА 1. Пусть А — последовательность множеств, 
содержащих не менее двух элементов. Всякая продольная 
мутация множества Cort А имеет единственный направ­
ляющий кортеж. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, некото­
рая продольная мутация g имеет два различных направ­
ляющих кортежа у, у' и п — первый номер, для которого 
уп ф уп% Так как носитель supp g бесконечен, то найдут­
ся число т ^> п -\- 1 и кортеж г\ такие, что (v\g)m+i Ф 
Ф цт+1. По определению направляющего кортежа отсю­
да следует, что 

т) == 7 (mod т — 1), rf== у' (mod m — 1). 
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Таким образом, у == у' (mod m — 1) — противоречие, 
Лемма доказана. 

Лемма 1 гарантирует, что каждая из сопровождающих 
подстановок лп = я п (g, 7, an-i), n = 1, 2, . . ., продоль­
ной мутации g зависит на самом деле только от g и an_i. 

Мы готовы теперь определить основной объект нашего 
изучения. 

Пусть А = (Л0, Л1? . . ^ — последовательность мно­
жеств, каждое из которых содержит не менее двух элемен­
тов, С —некоторая подгруппа корневых, D — некоторое 
подмножество продольных мутаций множества Cort Л, 

П0 = П0 (С) = гр (я0 (/) | / ЕЕ С), 
Пя = Пп (D) = гр (яя (g, a ) | g G Z ) , a G 4n_i), 

гг = 1, 2, . . . 

Если все группы П0, П ь . . . транзитивны, то будем 
называть Н = гр (С, Z>) группой алёшинского типа или, 
короче, ЛГ-группой (над последовательностью А)% 
а П0, П1? . . . — ее сопровождающими группами подста­
новок. Множество С \J D назовем каноническим множе­
ством порождающих группы Я, С — корневой, D — про­
дольной частью этого множества. 

§ 2. Срезки. Пусть А — последовательность множеств 
A0i А Ъ . . ., каждое из которых содержит не менее двух 
элементов. Каждой подстановке я множества Ап сопоста­
вим корневую мутацию с (я) множества Cort Л(П), A(n) = 
= (Ап, Ап+1, . . .), действующую на первых членах корте­
жей как подстановка я. 

Пусть v ЕЕ Cort A, [v, 00) — множество всех кортежей 
из Cort А с фиксированным началом v, St(v) — стабили­
затор кортежа v в группе Aut Cort А. Рассмотрим взаим­
но однозначное отображение 

М: [v, 00) ->- Cort A(n)l n = || v ||, 

по правилу и. f-> fX(n). Легко видеть, что для всякого 
Ф £= St (v) существует единственный автоморфизм cpW ЕЕ 
ЕЕ Aut Cort Л(п), делающий диаграмму 

[V] 

[v, 00) —>• Cort Л(п) 

[v, 00) —>• Cort Л(П) 
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коммутативной. Назовем этот ф ^ v-срезкой автоморфиз­
ма ф. Очевидно, что отображение {v}: St (v)-> Aut Cort A(n) 
есть гомоморфизм. Отметим, что на языке деревьев v-срез­
ка автоморфизма ф — это сужение ф на поддерево с кор­
нем v. Если Ф cz St (v), то множество Ф ^ = 
= {ф^> | ф ЕЕ Ф} будем называть v-срезкой множества Ф. 

Пусть v e Cortn i l , |л = VT, где u.[7l] = v, \i(n) = т, 
п ЕЕ N. Нетрудно проверить, что если к преобразованию 
Ф применима v-срезка, а к преобразованию фМ т-срезка, 
то к ф применима (я-срезка и ф№) = (фМ)*т>. 

Пусть / — произвольная продольная мутация множе­
ства Cort А, у — направляющий кортеж мутации / . 
Очевидно, преобразование /n = /{v}, v = ^[n], множества 
Cort А(П) является продольной мутацией с направляющим 
кортежем Y(n), « G N . Мутацию /п назовем /г-срезкой 
мутации / . 

Пусть Н — некоторая 4Г-группа над последователь­
ностью А, С, D — корневая и продольная части канони­
ческого множества порождающих групп Н, Пп — п-я 
сопровождающая группа подстановок группы Н. Пусть 
Сп = гр(с (я) | я е Пп), Z>n - {dn | d e # } , и = О, 
1, . . .. Очевидно, группа .ffn = гр (СП1 Dn) является АТ-
группой над последовательностью А^; назовем ее 
/г-срезкой группы Н. Ясно, что Н0 = Н. 

Отметим простой, но полезный факт: m-срезка группы 
Нп — это в ТОЧНОСТИ группа Нп+т, а ш-я сопровождаю­
щая группа подстановок группы Нп — это (п + т)-я 
сопровождающая группа подстановок группы Н, п, т ЕЕ 
<=N. 

Пусть С cz Cort Л , Stff (С) — (поэлементный) стабили­
затор множества С в группе Н. 

ЛЕММА 2. Пусть Н — группа алёшинского типа, 
v ЕЕ Cort А. Тогда v-срезка стабилизатора St# (v) равна 
|| v \\-срезке группы Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о будем вести индукцией по 
длине || v || кортежа v. Если || v || = 0, то утверждение 
тривиально. Пусть || v || = 1, С, D — корневая и продоль­
ная части канонического порождающего множества 
группы Н. Имеем 

StH (v) > StH (СоПИ) = гр (dc | d (= D, с е С). 

Так как v-срезка корневой мутации, принадлежащей 
St# (v), является тождественным отображением, то 
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достаточно установить равенство 
(StH (Cort^)){v} - #1 . (1) 

Пусть с ЕЕ С, d ЕЕ D, у — направляющий кортеж му­
тации d. Ясно, что если v0 Ф у0, то d^ — корневая му­
тация с (п1 (d, v0)), а если v0 = у0, то dW — продольная 
мутация dx. Кроме того, 

(с~Чс)^) = dW. (2) 

Так как, по определению, группа С корневых мутаций 
транзитивйа на множестве Cort^L, то (1) очевидно. 

Допустим для любой ЛГ-группы и любого v длины 
II v || < п утверждение леммы доказано. Пусть || v || = п 
и JLI — начало длины п — 1 кортежа v. По предположе­
нию индукции (St# (\\)){^ = Нп-1- Возьмем подгруппу 
X < StH (|х) такую, что ХМ = StH/2_x ( С о г ^ ^ ) . Тогда 
X <^ St# (v) и, по доказанному, 

Xм = (StHtW (Cortx A(n-1})fn^ = #„. 

Лемма доказана. 
Пусть Н — группа алешинского типа над последова­

тельностью А, Нп — ее /г-срезка, Сп, Dn — корневая и 
продольная части канонического множества порождаю­
щих группы Нп, п = О, 1, . . . Напомним, что соотноше­
нием в группе G с порождающим множеством X называет­
ся элемент свободной группы с базой X, равный в груп­
пе G единичному элементу. Соотношениями ранга 0 в 
группе Нп назовем элементы нормальной подгруппы, по­
рождаемой в свободной группе с базой Сп {J Dn соотно­
шениями в группе Сп и соотношениями между мутация­
ми из Dn, имеющими одинаковые направляющие кортежи. 
Если соотношения ранга т — 1 уже определены во всех 
группах Нп, то соотношением ранга т называется всякое 
соотношение в группе Нп такое, что любая его v-срез-
ка, v ЕЕ Gort1^(/1), является соотношением ранга т — 1 
в группе Нп+1. 

П р е д л о ж е н и е 1. Всякое соотношение в группе Н 
алешинского типа является соотношением некоторого 
конечного ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть v — произвольное 
слово в канонических порождающих С \\J D группы Н, 

у = * А * . . . * /п *, (3) 
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где * — нетривиальные корневые мутаций из С, ft — 
нетривиальные продольные мутации из Z), а первая и 
последняя звездочки могут отсутствовать. Число п на­
зовем D-длиной слова v. (Длиной элемента h ЕЕ Н назо­
вем минимум || h || 2)-длин представляющих его слов — 
это определение понадобится в будущем.) Доказательство 
проведем индукцией по D-длине соотношения и. Если его 
D-длина равна 0, то это, по определению, соотношение 
ранга 0. Пусть утверждение уже доказано для соотно­
шений .D-длины, меньшей п в любой ЛГ-группе. Пусть 
v — соотношение D-длины п в группе Я, записанное в ви­
де (3). Так как слово v задает единичный элемент группы Я, 
то, выбрасывая из v слоги / ь получим слово в порождаю­
щих С, задающее единицу группы С. Поэтому слово v 
можно записать в виде и = /* . . . /^, где /* — сопряжение 
fi при помощи некоторого элемента группы С. Рассмат­
ривая всевозможные v-срезки слова v, \\ v \\ = 1, учтем, 
что у каждой продольной мутации fb только одна v-срез-
ка является продольной мутацией, остальные — корне­
вые. Таким образом, либо D-длина каждого слова i/v} 

меньше п, либо в точности одно из них имеет D-длину, 
равную п, а остальные имеют £)-длину, равную 0. В пер­
вом случае, по предположению индукции, все слова z;*v} 

являются соотношениями конечного ранга в группе Нг. 
Во втором случае либо все продольные мутации, входящие 
в запись слова i;<v>, имеют один и тот же направляющий 
кортеж, и тогда и^ — соотношение ранга 0 в группе Нг, 
либо не все направляющие кортежи равны. Продолжая 
применять v-срезки, на конечном шаге уменьшим D-дли-
ну слова. Предложение доказано. 

§ 3. Действие на дереве кортежей. 
П р е д л о ж е н и е 2. Семейства почти равных кор­

тежей (т. е. кортежей, отличающихся лишь конечным 
числом членов) являются орбитами AT-группы Н над по­
следовательностью А при действии Н на множестве 
Cortoo A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если кортежи у и 7' при­
надлежат одной орбите, то они, очевидно, почти равны. 
Пусть кортежи у и у* почти равны, п — максимальный 
номер, для которого упф у'п. Пусть v = у[П], я — та­
кой элемент п-ж сопровождающей группы подстановок, 
что упп = у'п. По лемме 2 найдется g ЕЕ Stn (v) такой, 
что g{v} — корневая мутация с (я) множества Cort А^\. 
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Нетрудно заметить, что кортежи yg и у' отличаются самое 
большее первыми п членами. Вновь и вновь применяя 
прежние рассуждения, получим последовательность та­
ких элементов g = g11 . . ., gs группы Н, что yg± . . . 
. . . & = у'. Более того, пусть h = g1 . . . gs, т = Y[n+i]» 
ju = Y[N+i]. Нетрудно заметить, что (TTJ) h = \ir\ для лю­
бого ц Ez Cort A(n+i). Предложение доказано. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть Н — группа алёшин-
ского типа над последовательностью А. Централизатор 
группы Н в группе автоморфизмов упорядоченного множе­
ства Cort А тривиален. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ср — автоморфизм 
множества Cort А, централизующий группу Н, 

{я (ф, v) e Sym i4||V|j | v e Cort A}, 
определяющий его набор подстановок. Допустим сначала, 
что подстановка я = я (ф, 0 ) нетривиальна и афЪ — та­
кие элементы множества А0, что an = Ъ. 

В группе Н выберем продольную мутацию d с таким 
направляющим кортежем у, что у0 = а. Это в ^Г-группе 
всегда возможно, так как если с — корневая мутация 
ЛГ-группы, то продольная мутация dc имеет направляю­
щий кортеж ус. Положим я|э = с'1 (я)ф, где с (я) — корне­
вая мутация множества Cort А. Используя формулу (2) 
из § 3, получаем 
9 = [Ф, d]W = (я|г*)<ь> (с'1 (я) d'1 с (я))<ь> t|><b> d^ = 

= (фШ)-* dW^Wc (jti(rf,6)), 

где n1 (d, b) — сопровождающая подстановка мутации d. 
Поскольку d^ = dx Ф 1, то при я г (d, b) = 1 автомор­
физм 9 нетривиален; если же ях (d, b) Ф 1, то Э не стаби­
лизирует первые члены кортежей из Cort A(1) и тем более 
нетривиален — противоречие с центральностью ф. Та­
ким образом, подстановка я (ф, 0 ) тривиальна. Так как 
для любого v Er Cor t^ определена v-срезка фМ авто­
морфизма ф и ф >̂ централизует группу Н1 = (St# (v))<v>, 
то к ним применимы те же рассуждения. Предложение 
доказано. 

Пусть v ЕЕ Cort А. Наибольшую подгруппу группы Н, 
нетривиально действующую только на кортежи с нача­
лом v, т. е. Stn (Cort A \ [v, oo)), назовем костабилиза-
тором кортежа v и будем обозначать Cost# (v). Очевидно, 
Cost# (v)<| St# (v). В силу предложения 2, если || v || = 
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= И |л ||, то Costn (v) и Cost# (\i) (соответственно St-н (v) и 
Stu (ji)) сопряжены в группе Н. 

§ 4. Признаки периодичности. П р е д л о ж е н и е 4. 
Пусть Н — группа алёшинского типа над последователь­
ностью А, Пп — ее п-я сопровождающая группа подстано­
вок, Нп — п-срезка группы Н, п = 0, 1, . . . Тогда а) 
если для любого п ЕЕ N группа Пп и,£ имеет кручения, то 
и группа Н не имеет кручения; б) ес/ш яогая бы одна из 
групп Пп непериодическая, то и группа Н непериодичес­
кая; в) если группа Н периодическая, то и группа Нп 
периодическая, п = 1, 2, . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем а). По условию 
фактор-группа 

HJStH{n) (Cort^cn)) ^ Пп 

не имеет кручения и, значит, все элементы множества 
Я п \ StHn(Cort1i4(n)) имеют бесконечный порядок, п = 
= 0 ,1 , . . . Пусть элемент h принадлежит множеству 
StH {CoHnA) \ Stn (Cort-A), тогда найдется такой кор­
теж v ЕЕ CortnA', что преобразование fe^v> принадлежит 
множеству Hn\StHn (Cort^n)) и, следовательно, 
имеет бесконечный порядок, п = 1, 2, . . .Утверждение 
а) доказано. 

Утверждения б) и в) являются очевидными следст­
виями леммы 2 из § 2. Предложение доказано. 

Отметим, что если ЛГ-группа Н не имеет кручения 
(или конечно порождена), то это не влечет отсутствия 
кручения (соответственно конечную порожденность) 
даже одной из групп Нп. 

Пусть со = (р0, рг, . . .) — некоторая последователь­
ность простых чисел. Последовательность А = (А0, 
Аъ . . .), где Ап = {0, 1, . . ., рп — 1}, назовем со-после-
довательностью. Обозначим через Wr (со) подгруппу 
группы Au tCor t ^ , состоящую из автоморфизмов ср, 
определяемых наборами подстановок вида 

{я (ф, v) е гр (пРп) | v e Cort„ А, п = 0,1, . . .} , 

где Яр = (0,1, . . ., рп — 1). Заметим, что как абстракт­
ная группа Wr (со) изоморфна обратному пределу спле­
тений (... (Zn aZn Л г ...)aZ„ , чем и объясняется ее обо-
значение. А Г-группу над о-последовательностью А, содер­
жащуюся в группе Wr (со), будем называть А TV-группой. 
Пусть /ЕЕ Wr (со) — продольная мутация с направ-
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ляющим кортежем у, {nn+i (/, а) \ а <ЕЕ Ап) — ее сопро­
вождающие подстановки (п + 1)-го уровня, п = О, 1, . . . 
Пусть /° — продольная мутация с направляющим корте­
жем (0, 0, . . .) и сопровождающими подстановками 
(п + 1)-го уровня 

{пп+1 (/°, а) — я/1+1 (/, а + уп) \ а е -4П} 
(здесь нам удобно рассматривать Лп как группу относи­
тельно сложения по модулю рп). Назовем /° спрямлением 
мутации /, а если F — множество продольных мутаций 
из Wr (со), то F0 = {/° | / ЕЕ F} — спрямлением множе­
ства F. Если f,g — продольные мутации из Wr (со), то 
положим (fg)° = f°g°. Очевидно, группа гр (F0) абелева, 
а все ее элементы — продольные мутации с направляю­
щим кортежем (0, 0, . . .). Столь же очевидно, что если 
/ ЕЕ Wr (со) — продольная мутация, a fn — ее тг-срезка, 
то (/<% = fn. 

Пусть / — продольная мутация из Wr (со). Назовем 

Spfa,/) = II ^A nn(f,a) 

ее п-ж следом. Условимся 1-й след обозначать просто 
Sp (/). Понятно, что Sp (п, /) = Sp (n, /°) и Sp (n, /) = 
= Sp (/п_,). 

Пусть со = (р, р, . . .), А — со-последовательность, 
с — корневая мутация множества Cort А с сопровождаю­
щей подстановкой я = (0,1, . . . , / ? — 1). Пусть F обо­
значает множество всех продольных мутаций с направ­
ляющим кортежем (0, 0, . . .). Отметим, что каждая из 
групп, построенных в работах [2, 3, 6], является Л TV-
группой и имеет каноническое множество порождающих 
вида гр (с) (J Z), где D d F. Каждая группа из [1] полу­
чается расширением поддекартова произведения р2 эк­
земпляров одной из групп описанного типа при помощи 
группы Zp2. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть со — некоторая последователь­
ность простых чисел, Н — AT ^-группа над (^-последова­
тельностью A, D — продольная часть канонического по­
рождающего множества группы Н. Группа Н тогда и 
только тогда будет периодической, когда а) последова­
тельность со ограничена и каждая мутация / Е= гр (D0) 
имеет бесконечно много тривиальных следов или б) после­
довательность со неограничена, а порядки всех мутаций 
/ ЕЕ D конечны. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Ес­
ли выполняется условие б), то периодичность группы G 
очевидна, поэтому пусть выполняется а). Пусть h e= H. 
Докажем, что элемент h периодичен (т. е. его порядок 
| h | конечен), индукцией по D-длине || h || (определение 
|| h || см. в предложении 1 § 2). Если || h || = 0, то периодич­
ность h очевидна. Пусть уже доказана периодичность всех 
элементов длины, меньшей тг, во всех га-срезках группы 
Я и || h || = п. 

1) Пусть h E= St# (Cort! А). Ясно, что h можно считать 
произведением продольных мутаций. Если при этом все 
они имеют один и тот же направляющий кортеж, то элемент 
h периодичен в силу условия а). Пусть v — наибольшее 
общее начало всех направляющих кортежей мутаций, 
входящих в запись элемента h. Так как 

Гу^+11^Ч1<11^>ц, 

то || №* || < п для любого \i Er v+. По предположению 
индукции элемент Wv>, а вместе с ним и h периодические. 

2) Пусть h = eg, где с — неединичная корневая мута­
ция, g e StH (Gortx А). Так как №« е StH (Cortx А) и все 
v-срезки элемента hP\ v G: Л0, попарно сопряжены, то 
достаточно доказать периодичность любой одной из них, 
например fe(1) = (№»)№. Если || fe(1) || < д, то fc(1), а зна­
чит, и h периодические. Пусть || h{1) \\ = п. Нетрудно за­
метить, что fe(D = с (Sp (g0)) g(i}, где g{1) — некоторый 
элемент из StHl (Cortx A(1)) и g°(1) = {g0)^ Если Sp (g°) ^ 
т̂= 1, то продолжаем в том же духе: строим элемент h(2) = 
= (fe(i))M, где х̂ — некоторый элемент из Ai, и т. д. В си­
лу условия б) найдется номер т такой, что Sp (га, g°) = 1. 
Если даже окажется, что || h^m) || = п, то из равенств 
Sp (g(m-i)) = Sp ((g°)m_!) = Sp (га, g°) = 1 будет следо­
вать, что h(m) = с (л) g(m) = g(m), и мы возвращаемся 
к пункту 1), так как я = Sp (g(m-i))-

(Заметим еще, что если бы было Sp (га, g°) ^ 1 для всех 
га == 1, 2, . . ., то из рассуждений пункта 2) следовало бы, 
что | h | = оо.) 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть группа G периодиче­
ская. Если последовательность со неограничена, то утверж­
дение тривиально. Пусть последовательность о> ограниче­
на, но тем не менее существует такая мутация / Е= гр (D0), 
которая имеет лишь конечное число тривиальных следов. 
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Пусть число п ЕЕ N таково, что Sp (mx f)¥=l при 
т ;> п. В /2-срезке i /n группы Я возьмем такой элемент 
h = £g, где с — некоторая неединичная корневая мутация, 
g Er Stn (Cort-! 4(П)), что g° = /n. В силу замечания пос­
ле пункта 2) | ft | = оо. По лемме 2 из § 2 группа Н непе­
риодическая. Теорема доказана. 

Пусть Н — группа алёшинского типа над последова­
тельностью А = (А0, ^ i , . . .)• Пусть Аг = {0, 1, . . . 
. . ., рг — 1}, . . ., As = {О, 1, . . ., р3 — 1}, где рг, . . . 
• • м Ps — некоторые простые числа, 0 ^ г < 5 < сю. Нам 
снова будет удобно рассматривать каждое Лп как группу 
относительно сложения по модулю рп. Пусть D — про­
дольная часть канонического порождающего множества 
группы.//. Предположим, что если/ ЕЕ ВиАп = {О, 1, . . . 
. . ., р — 1}, г ^ п ^ s, то сопровождающие подстановки 
ft-ro уровня мутации / являются степенями подстановки 
пр = (О, 1, . . . , / ? — 1). Пусть f £E D,y — направляющий 
кортеж мутации /. Через /tr'SJ обозначим мутацию множе­
ства Cort А, получающуюся из произвольной продольной 
мутации g с направляющим кортежем ц = (7[?]? 0, . . . О, Y(s>) 

s—г 
и сопровождающими подстановками ft-ro уровня 

при г <Z n ^ s стиранием всех сопровождающих подста­
новок остальных уровней (т. е. заменой их на тождест­
венную подстановку). Положим ZHr»s] = {cfir>s~l\ d ЕЕ D]. 
Если d и / — продольные мутации, то положим (d/)£r's] = 
= rf[?v] /tr's3. Понятно, что группа гр (ZHr'si) абелева. 
Поясним, что отображение [г, 5] — это аналог отображения 
спрямления / ь> /° в ситуации, когда спрямление на всех 
уровнях невозможно или не требуется. 

Если для любого / ЕЕ гр (ZHr's]) найдется такое ft, что 
г < ?г <; s и Sp (ft, /) = 1, то конечную последователь­
ность АТ, . . ., As назовем участком понижения для груп­
пы Н. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Н — группа алёшинского типа 
над последовательностью А, имеющая бесконечно много 
участков понижения, Нп — п-срезка группы Н, Пп — ее 
n-я сопровождающая группа подстановок, Dn — продоль­
ная часть канонического порождающего множества груп­
пы Нп. Для того чтобы группа Н была периодической, дос­
таточно выполнения любого из двух следующих условий: 
а) периоды всех групп Пп ограничены в совокупности', 
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б) группы Пп периодические, каждая мутация из Dn имеет 
лишь конечное число нетривиальных сопровождающих под­
становок данного у ровня и мутации из Dn, имеющие одина­
ковые направляющие кортежи, порождают периодические 
группы, и = О, 1, . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть h ЕЕ Н. Докажем, что 
| h | < оо, индукцией по || h || . Если || h || = 0, то утверж­
дение очевидно. Пусть доказана периодичность элемен­
тов длины, меньшей п, во всех группах Нт, т— 0, 1, . . ., 
и || h || = п. 

1) Пусть h Ez Stj-j {CoYt1A). Тогда доказательство сов­
падает с доказательством пункта 1) теоремы 1. 

2) Пусть h = eg, где с — неединичная корневая мута­
ция, g ЕЕ St# (Сог^Л). Если В — множество, Ъ ЕЕ В и я ЕЕ 
ЕЕ Sym В — подстановка порядка к, то пусть О (Ь, я) 
обозначает упорядоченную орбиту Ъ, Ъп, . . ., Ьпь~г эле­
мента Ъ. Отметим, что в О (Ь, я) элементы могут циклически 
повторяться, число этих повторений назовем кратностью 
орбиты. 

Пусть ск = 1, тогда 

Пусть Z — кратность орбиты О (а, я0 (с)). Положим 

h\a) = (^'){a}. 
Так как S v s A o II £{v) II < ^ т о II ha) || < п. Покажем, 

что порядки всех элементов fe(V), v ЕЕ А0, ограничены в 
совокупности (что равносильно периодичности элемента 
h). Очевидно, только конечное число из них имеет ненуле­
вую длину, а порядки элементов нулевой длины ограни­
чены в совокупности — в случае а) это следует из конеч­
ности периода группы Пх, а в случае б) — из того, что сре­
ди этих h(y) только конечное число неединичных. Таким 
образом, если 

|| h(y) || < п для всех v e А0, (4) 
то доказательство завершает индукция. 

Пусть || fe(a) || = п для некоторого а ЕЕ А0. Очевидно, 
что || fev-V) || = п тогда и только тогда, когда v ЕЕ О (а, 
я 0 (с)), и все такие fe(v) попарно сопряжены. Достаточно 
поэтому доказать, что указанный элемент h(a) периодиче­
ский. Если 

h(a) e StHl (Cort^d)) , (5) 
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то возвращаемся к пункту 1). В противном случае возвра­
щаемся к началу пункта 2), но теперь уже с элементом 
h(a) в группе Нг. На некотором конечном шаге с номером г 
либо встретится ситуация, аналогичная (4) или (5), либо 
мы окажемся в группе Нг над последовательностью 
А(г) = (Аг, Аг+1, . . .), и последовательность А(Г) начина­
ется с участка понижения. Тогда остается повторить рас­
суждения пункта 2) доказательства теоремы 1, заменяя от­
ображение /—>/° на отображение [г, s]. Теорема доказана. 

§ 5. Пример 2-порожденной периодической AT-труп­
пы с произвольным кручением. 

П р и м е р . Существует 2-порожденная периодиче­
ская группа алёшинского типа, содержащая для каждого 
натурального числа к элементы порядка к. 

Построение такой группы проведем поэтапно. 
а) Пусть р — нечетное простое число, со = (3, 3, р, 

3, 3, /?, . . .). Построим сначала конечно порожденную пе­
риодическую ^Г-группу Lp с произвольным р-круче-
нием, т. е. содержащую элементы любых порядков рт, 
т = 1, 2, 3, . . . 

Пусть А = (А0, Аъ . . .), где 
Азп ~ A3n+i = Z3, Азп+2 — Zp, п = 0, 1, . . . 

Обозначим через с корневую мутацию дерева Cort А с со­
провождающей подстановкой л3 = (0, 1, 2). Пусть вг, . . . 
, . ., crs — всевозможные тройные циклы на множестве 
{О, 1, . . . , / ? — 1}. Для каждого i = 1, 2, . . ., s обозна­
чим через ft продольную мутацию с направляющим корте­
жем (0, 0, . . .) и сопровождающими подстановками 
(яте(/г, 0), ...,nn(fi,q— 1)) = 

( (1, я3, Яд1) при п = 1 (mod 3), 
= (l,<Xi,l) при я = 2 (mod 3), (6) 

I (1, я3, 1, .. . ,1) при тг ЕЕ= 0 (mod 3), 

где q = р при п == 0 (mod 3), q = 3 при п ф 0 (mod 3), 
п = 1, 2, . . . Рассмотрим также продольную мутацию g 
с направляющим кортежем (0, 0, . . .) и сопровождающими 
подстановками (6), но с заменой о7- на тождественную под­
становку. 

Положим Lv = гр (с, / ь . . ., /s, g). Очевидно, все по­
рождающие этой группы имеют порядок 3, а конечные по­
следовательности А3т Азп+1, п = 0, 1, . . ., являются 
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участками понижения. Группа Lp удовлетворяет условию 
а) теоремы 2 и поэтому периодическая. 

Обозначим через d продольную мутацию с направляю­
щим кортежем (0, 0, . . .) и сопровождающими подстанов­
ками (6), но с заменой at на я р = (О, 1, . . ., р —- 1). По­
нятно, что группа Я = гр (с, d) является Л7\о-группой над 
последовательностью А и fl ^ Lp. 

Докажем, что группа Я имеет произвольное р-круче-
ние. Достаточно проверить это свойство для ее 2-срезки 
#, . 

Так как элемент h Ez Stf/ (Cort^ А) полностью опреде­
ляется своими v-срезками, v ЕЕ А0, то будем писать (в слу­
чае А0 = Zp) 

h = (ft<°>, W1* , . . ., УН}), 
Поскольку 
Я2 = гр (с (яр), d2) и d2 = (d3, с (я3), 1, . . ., 1), 

где dn — n-срезка продольной мутации d, то 
(с (я3) 4 ) р = (с* (я3) 4 , 4с1 (я3),. •!•, с&1 (я3)), i = ± 1. (7) 

Обозначим через ЛГ нормальное замыкание в группе 
Я2 левых частей этого равенства. Очевидно, подгруппа N 
содержится в р-й степени группы Я2 (т. е. подгруппе, по­
рожденной р-ми степенями элементов из Н2). Ввиду ра­
венств Н2 = Я,* = #8 •= . . . Для доказательства утверж­
дения о произвольности р-кручения в группе Н2 достаточ­
но установить, что 

(N П StH, (v))W = Я „ v = (0, 0, 0). (8) 
Докажем (8). Так как N<\ StHf (0), то ЛГ«» <̂  (StHs (0))<о> = 

= Я3 , и поскольку группа iV<0} содержит элементы 
с1 (я3) 4 , * = ± 1 (см. (7)), то i\W > [#3 , Я 8] . Далее, 
так как Я 3 = гр (с (я3), d3), где d3 = (d4, с (яз)> с"*1 (я3)), 
то 

[с (я3), d3l = {с (я3) d4, ^ с (я3), с'1 (я3)), 

[с'1 (я3) d3c (я3), с (я3)] = (с (я3), drA
lcl (я3), с"1 (я3)й4), 

и поэтому [Я3, Я8]<°> = Я4 > StH4 (0). 
Возьмем в коммутанте [Я3, Я3] такую подгруп­

пу Y, что Y*°> = St#4 (0), а в подгруппе N такую под­
группу X, что Х<°>=У, тогда уио,о,о» = уко.ои = 
= (StF4 (0))W = Я5 , и (8) доказано. 
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б) Построим теперь 2-порожденную периодическую 
группу с произвольным р-кручением и порождающими эле­
ментами порядка 3. 

Пусть р > 2. В сплетении Lp г гр (х | х? = 1), где 
Lp — группа из пункта а), рассмотрим подгруппу, порож­
денную элементом х и элементами базы сплетения 
Ух = fei, /i, /з), • . . , ук = (/зй'-з, /з/ 2, /W-i), УЛ-H-I = (с, *, *), 
где к — l(s f 1)/3|, * — либо 1, либо оставшийся порож­
дающий fi группы Lp. Эта подгруппа имеет [(s + 1)/3] + 2 
порождающих порядка 3, периодична и имеет произволь­
ное /ькручение. Продолжая в том же духе, в конце концов 
получим периодическую группу Мп с порождающими хр, 
ур порядка 3, имеющую произвольное ^-кручение. 

В качестве группы М2 возьмем 2-порожденную 2-груп-
пу Алёшина с порождающими х2, у2 порядка 2 и 4. В ней 
также есть любое 2-кручение (см. [7]). 

в) Построим, наконец, искомую группу. Пусть А — 
последовательность групп 

z7, м 2 , z7, z7, м9, z7, z7, м 6 , . . . 
Пусть с — корневая мутация дерева Cort А с сопро­

вождающей подстановкой я7 = (0, 1, . . ., 6), g — про­
дольная мутация дерева Cort А с направляющим корте­
жем (1, 1, . . .) и сопровождающими подстановками 7г-го 
уровня 
(пп (g, 0), . . . , лп (g, 6)) = 
__ {(1, 1, я7, 1, щ1, 1, 1) при п = 0 (mod 3), 

1 (1, 1, л (̂ гр), 17 л (г/р), 1, 1) при п~l(mod3) и Ап = МР1 

где п (хр), п (ур) — подстановки на группе Мр, порож­
даемые правыми сдвигами на элементы хр и ур соответст­
венно, и единственной нетривиальной сопровождаю­
щей подстановкой га-го уровня пп (#, хр) = я7 при 
п = 2 (mod 3) и i4n_! = Afp. 

Нетрудно проверить, что группа G = гр (с, g) является 
ЛГ-группой над последовательностью Л, удовлетворяет 
условию б) теоремы 2 и имеет бесконечно много участков 
понижения, а потому периодическая. 

Покажем, что в группе G есть элементы любого наперед 
заданного порядка. Так как коммутант любой группы Мр 
имеет произвольное /?-кручение и подгруппы Costo (v) 
и Cost(; (\x) группы G перестановочны (поэлементно) при 
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несравнимых кортежах v и п., то достаточно показать, что 
v-срезка подгруппы Costa (v) содержит коммутант 
|| v ||-срезки Gyvji группы G. 

Так как для любого v Е! Cort А имеем CostG (v) <] StG (v), 
то (Costo (v))^0] <j G|jV||. Поскольку коммутант конечно по­
рожденной группы является нормальным замыканием 
коммутаторов порождающих (см. [5, лемма 3.2.2]), то дос­
таточно показать, что (Costo {v)){v} содержит эти комму­
таторы. 

Доказательство проведем индукцией по длине корте­
жа v. При || v || = 0 утверждение очевидно. Пусть для 
|| п. || = п — 1 уже доказано, что (CostG (и-))^1 > №п-ъ 
Gn-i] и v E fi+. 

Легко видеть, что 
(CostG (v))W = ((CostG (u.))W П C o s t G ^ K ^ ) ) ^ " ^ . 

Поэтому достаточно показать, что в группе ([Gn_i, 
Gn-il П CostG7l-1 (vn-i)){Vn"l} содержатся все коммутато­
ры порождающих группы Gn. Очевидно, при этом можно 
ограничиться случаем vn_i = 1. Ниже явно указываются 
элементы из [Gn~i, Gn-il П CostGn_1 (1), {1}-срезки ко­
торых являются соответствующими коммутаторами. 

С л у ч а й 1. Пусть п = 1 (mod 3) и Ап = Mv. 
Тогда 

Gn = гр (gn, с (тс (хр)), с (я {ур))), 
Gn-i = Гр (gn- l , С ( я 7 ) ) , 

где gn-i = (1, gn, с (я (хр)), 1, с (я (ур)), 1, 1). Имеем 
[gn~i, с (я7) ^ с " 1 (я7)] = (1, [gn, с (я (хр))], 1, 1, 1, 1, 1), 
[g„-i, с3 (я7) gn-iC-3 (я7)] = (1, [gni с (я (z/p))], 1, 1, 1, 1, 1), 
С (Я7) [ g n - l , С2 (Я7) gn-iC2 (jt7)] С - 1 (Я7) = 

= (1, [с (я (*р), с (я (ур))1, 1, 1, 1, 1, 1). 
С л у ч а й 2. Пусть п = 2 (mod 3) и Лп_х = Мр . 

Тогда 
Gn = гр (gn, с (я7)), Gn-i = гр (gn-!, с (я (Хр)), с (я (z/p))), 
где продольная мутация gn~i такова, что при v ЕЕ -A^-I 

| gn при v = 1, 
g{n-i= с(я7) при v = £p, 

[ 1 при v =т̂= 1, жр. 

588 



Легко видеть, что у Коммутатора [gn-i, с (я (хр)) X 
х gn^-iC1 (я (хр))] нетривиальна только {1}-срезка, рав­
ная [gn, с (я7)]. 

С л у ч а й 3. Пусть, наконец, w ~ 0 (mod 3). Тогда 
Gn = гр {gn, с (я7)), Grt_! = гр (gtl-u с (я7)), 

где gn^i = (1, gn, с (я7), 1, с'1 (я7), 1, 1). Следовательно, 
[gn-u С (Я7) g n ^ " 1 (Я7)] - ( 1 , [gn,C (Я?)], 1, 1, 1, 1, 1). 

Все свойства группы G установлены. 
Автор благодарит Ю. И. Мерзлякова за большую по 

мощь и поддержку в работе. 
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