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Эллиптическая кривая – 
вычисления на платформе Julia1

ELLIPTICAL CURVE – JULIA PLATFORM COMPUTING

А.В. Рожков, Е.О. Филонцева,	 A.V. Rozhkov, E.O. Filontseva,
Р.Л. Репин	 R.L. Repin

Поля Галуа, примитивный элемент, язык программирования Julia, криптография, эллип-
тическая кривая.
В рамках освоения магистерского курса по криптографии производятся вычисления в 
полях Галуа средствами нового языка программирования Julia.

Galois fields, primitive element, Julia programming language, cryptography, elliptic curve.
As part of the master's course in cryptography, calculations are made in the Galois fields using 
the new Julia programming language.

В рамках реализации проекта, поддержанного грантом фонда Владимира 
Потанина ГСГК-0072-21, разрабатывается ряд курсов для магистерской 
программы «Алгебраические методы защиты информации», открытой в 

Кубанском государственном университете в 2013 г. В данной работе речь идет о 
курсе «Эллиптическая кривая и электронная подпись». Основой курса является 
теория эллиптических кривых над полями Галуа.

Julia – высокопроизводительный язык программирования с динамической типи-
зацией, созданный для математических вычислений. Язык имеет встроенную под-
держку распределенных и параллельных вычислений. Более того, в код Julia можно 
включать модули и библиотеки, написанные на языках C/C++, Fortran, Python, Java.

Julia включает в себя множество пакетов, с помощью которых можно произ-
водить алгебраические вычисления. Язык активно развивается, и уже имеется 
6500 официально принятых расширяющих пакетов и более 10 тыс. еще не серти-
фицированных. Обширный функционал позволяет использовать экосистему Julia 
как систему компьютерной алгебры.

Базовые математические пакеты Nemo v0.27.0, AbstractAlgebra v0.22.1, Ga-
loisFields v1.1.1, DarkCurve v0.2.0, LinearAlgebra, Hecke, SymPy v1.0.52. Для по-
строения графиков удобно использовать мощный пакет Plots.

В Windows Julia по умолчанию ставится по адресу C:\Users\user\AppData\Lo-
cal\Programs\Julia-1.6.3, а расширяющие ее пакеты по адресу C:\Users\user\.julia. 
При этом, даже если вы не установили ни одного пакета большинство пакетов 
уже будет на вашем компьютере – их объем больше 7 Gb. Причина в том, что 
многие пакеты между собой связаны перекрестными ссылками.

Работа с пакетами. Запускаем Julia в терминале REPL. Нажимаем кнопку “]” 
и попадаем в менеджер пакетов (@v1.6) pkg>
1	 Проект реализуется победителем Конкурса на предоставление грантов преподавателям магистратуры бла-

готворительной программы «Стипендиальная программа Владимира Потанина» Благотворительного фонда 
Владимира Потанина.
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Для добавления, удаления, тестирования пакета, обновления и выяснения 
статуса пакетов выполняем следующие команды:

Менеджер помощи вызывается клавишей “?”

Чтобы работать в привычной среде браузера нужно набрать команды

МОДЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ
Задача № 1. Вычислить количество точек на кривой L, заданной уравнением 

2 3y 3 8x x= + +  над полем GF(199).
Теорема. (Хассе) Если эллиптическая кривая L задана над полем, содержа-

щим q элементов, то число точек на ней удовлетворяет неравенству
| q 1 #L | 2 q+ − ≤ .

В нашем случае у кривой точек будет от 172 до 228.
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Получилось 199 решений и плюс бесконечно удаленная точка – всего 200 то-
чек. Очень редкая кривая, у нее ровно q+1 точка.

Задача № 2. Построить график эллиптической кривой.
Используем полученные результаты. Обратим внимание, что она совсем не 

похожа на эллиптическую кривую над полем действительных чисел

Рис. 1. График кривой L над полем GF(199)

Задача № 3. Найти элемент максимального порядка на эллиптической кри-
вой. Наша кривая 2 3y x ax b= + + , 1 1 2 2 3 3(x , y ) Q(x , y ) R(x , y )P + =  – ее точки. 

Тогда при P = Q 
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Поскольку кривая имеет 200 элементов, то порядок максимального элемента 
может быть 10, 20, 25, 40, 50, 100, 200.

Первая программа – удвоение точки s
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Вторая – сложение точек s +S

     

Программа нахождения порядка точки s

Значит точка [102,97] имеет порядок 100.

Пусть M – это множество точек кривой, без нулевой – они перечислены 
выше.

Кривая очень хороша, поскольку как группа является циклической. Точка 
[10,21] имеет порядок 200. Так как функция Эйлера от 200 равна 80, то точек по-
рядка 200 ровно 80 штук.

Выводы
Никакие из вышепроведенных вычислений не могут быть проведены вруч-

ную за разумное время. Язык Julia лаконичен и ориентирован на математические 
вычисления. И может быть применен в любой области математики как хорошее 
вспомогательное иллюстрационное средство.
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