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АТ-ГРУППЫ, НЕ ЯВЛЯЮЩИЕСЯ АТ-ПОДГРУППАМИ:

ПЕРЕХОД ОТ ATω-ГРУПП К ATΩ-ГРУППАМ1

А. В.Рожков

Изучаются периодические не локально конечные (бернсайдовы) группы неограниченного периода. Пер-
вый явно заданный пример такой группы предложил С.В. Алешин в 1972 г. Обобщением его конструк-
ции стали АТ-группы — группы автоморфизмов деревьев. С помощью АТ-групп решен ряд известных
проблем. До настоящего времени реально изучался только класс ATω-групп — АТ-групп над последо-
вательностью циклических групп простого порядка. В данной работе исследуется класс ATΩ-групп —
АТ-групп над последовательностью циклических групп произвольного конечного порядка. Различие меж-
ду ATω-группами и истинными ATΩ-группами выявило решение коуровского вопроса 16.79. Изучение
класса ATΩ-групп позволило ввести ряд новых понятий. Теперь ATω-группы можно рассматривать как
элементарные АТ-группы, которыми насыщены АТ-группы над последовательностью периодичес-
ких групп. В статье предложена стратегия изучения таких АТ-групп и указаны перспективные направ-
ления подобных исследований.
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Введение

В статье речь идет о периодических не локально конечных (бернсайдовых) группах неогра-
ниченного периода. Изначально такие примеры построил Е.С. Голод [1] в 1964 г. как присо-
единенные группы фактор-алгебр, т. е. группы задавались копредставлением. Явно бернсай-
дову группу неограниченного периода впервые построил С.В.Алешин [2] в 1972 г. как груп-
пу преобразований слов конечным автоматом. Следующим был пример В.И.Сущанского [3],
1979 г., как обратный предел сплетений циклических p-групп простого порядка. В 1980 г.
Р.И. Григорчук [4] предложил свой пример как группу перекладываний долей единичного
отрезка. Наконец, в 1983 г. появился пример Н. Гупты [5] — как группы автоморфизмов слой-
но однородного дерева. Связь между некоторыми из этих конструкций впервые обнаружил

1Проект реализуется победителем Конкурса на предоставление грантов благотворительной про-
граммы “Стипендиальная программа Владимира Потанина” Благотворительного фонда Владимира
Потанина.
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Ю.И.Мерзляков [6]. Обобщением всех перечисленных выше примеров стала конструкция АТ-
групп (групп алешинского типа) [7].

Используя АТ-группы или группы, с ними тесно связанные, разные авторы решали ряд
проблем алгебры, касающихся в основном условий конечности. Отметим решение проблемы
Милнора — в [8] доказан промежуточный рост 2-группы Григорчука. Интересны примеры 2-
порожденной периодической группы с произвольным кручением [7, §5] и группы, у которой
функция роста периодов элементов меньше суперпозиции любого числа логарифмов [9, тео-
рема 6.1.4] (коуровский вопрос Р.И. Григорчука), а также разграничение в классе финитно
аппроксимируемых (ф.а.) групп бесконечного числа условий конечности, обобщающих усло-
вия конечности В.П.Шункова [9, теорема 7.3.5] (3 вопроса из Коуровской тетради).

АТ-группы доказали свою полезность. Однако изучался, почти исключительно, только
класс ATω-групп, АТ-групп над последовательностью циклических групп простого порядка.
Таковы все группы работ [2–6;8]. Причина естественна. Циклическая группа простого порядка
порождается любым своим неединичным элементом; на ней может быть введена структура
поля Галуа. Соответственно сопровождающие перестановки продольных порождающих могут
интерпретироваться как векторы над полем Галуа. Это позволяет при исследовании ATω-групп
применять методы линейной алгебры. Например, в [9, гл. 2] в терминах векторных пространств
над полями Галуа удалось исчерпывающе описать стабилизаторы и костабилизаторы вершин
ATω-групп, важнейших подгрупп в структуре любой АТ-группы.

В силу этого естественным было желание перенести линейные методы на более широкий
класс АТ-групп, например на ATΩ-группы, АТ-группы над последовательностью циклических
групп произвольного конечного порядка, в связи с чем и был поставлен вопрос 16.79 [10] о
силовских подгруппах ATΩ-групп, поскольку именно p-группы наиболее интересны для теории
бернсайдовых групп.

В данной работе впервые начато планомерное исследование класса ATΩ-групп. Решен цен-
тральный для теории бернсайдовых групп вопрос периодичности. Найдены необходимые и
достаточные условия периодичности не только ATΩ-групп, но и более широкого класса ре-
гулярных АТ-групп над последовательностью конечных абелевых групп. Также приведены
полезные для практического применения достаточные условия периодичности данных групп.
Даны оценки величины костабилизаторов ATΩ-групп.

Приведены примеры отрицательного решения вопроса 16.79 в классе ATΩ-групп, подска-
завшие введение новых понятий теории АТ-групп: АТ-подгруппы, внутренние АТ-группы,
внутренние деревья, элементарные АТ-группы. С использованием вновь введенного инстру-
ментария предложена стратегия изучения как регулярных АТ-групп над последовательностью
периодических групп, так и АТ-групп с периодическими группами сопровождающих переста-
новок. Сформулирован ряд вопросов для “часа проблем”.

1. Основные определения и вспомогательные утверждения

Перейдем к точным определениям. Пусть A = (A0, A1, . . . ) — последовательность мно-
жеств, каждое из которых содержит не менее двух элементов.

Нумерация начинается с 0 по чисто техническим соображениям, а именно для того, что-
бы пустое множество было ассоциировано со множеством с номером 0, а n-е перестановки
действовали на n-х множествах.

T — сферически-однородное дерево, построенное над последовательностью A, вершины
которого — последовательности из A0×A1× ...×An. Всякий автоморфизм f дерева T , фикси-
рующий начальную вершину, однозначно определяется набором перестановок ребер дерева T,
размещенных в вершинах дерева T : f = {f(u) ∈ Sym(A|u|) | u ∈ T}, где Sym(B) — группа
перестановок множества B, |u| — длина вершины u.

О п р е д е л е н и е 1. Автоморфизм f дерева T называется корневым, если f(∅) — един-
ственная нетождественная перестановка автоморфизма f .
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О п р е д е л е н и е 2. Пусть γ = (γ0, γ1, . . .), γi ∈ Ai, — бесконечный путь в дереве T .
Автоморфизм f дерева T называется продольным, с направляющим путем γ, если из f(u) 6= 1
следует, что u = (γ0γ1 . . . γn−1an) для некоторого n ∈ N и an ∈ An, причем an 6= γn.

Корневые и продольные порождающие — нетривиальное обобщение активного и пассивного
порождающих сплетения — и есть главная идея примера С.В.Алешина.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть C,D — некоторое множество корневых и продольных ав-
томорфизмов дерева T . Группа G = gr(C,D) называется АТ-группой над последовательно-
стью A (деревом T ), если группа перестановок Π0 = gr(c(∅) | c ∈ C) транзитивно действует
на множестве A0, а группа Πn = gr(f(u) | f ∈ D, |u| = n) — на множестве An для всех
n = 1, 2, . . . .

Все АТ-группы бесконечны и имеют тривиальный центр. Если последовательность состоит
из конечных множеств, то АТ-группа ф.а. Свободное произведение Z2 ∗Z2 и свободная группа
ранга 3 могут быть заданы как АТ-группы.

Важными структурными единицами любой АТ-группы G являются стабилизаторы и ко-
стабилизаторы.

О п р е д е л е н и е 4. Стабилизатор вершины stG(u) = {g ∈ G | g(u) = u} и стабилиза-
тор n-го слоя stG(n) =

⋂

|u|=n stG(u).

О п р е д е л е н и е 5. На поддереве Tu, |u| = n, с начальной вершиной u, стабилизатор
АТ-группы stG(u) индуцирует АТ-группу Gn — n-срезку, зависящую только от длины верши-
ны u. У Gn корневыми порождающими будут n-е сопровождающие перестановки продольных
порождающих группы G, а продольными порождающими — “n-остатки” исходных продольных
порождающих.

О п р е д е л е н и е 6. Костабилизатор или жесткий стабилизатор costG(u) — это наи-
большая подгруппа группы G, нетождественно действующая только на поддереве Tu с началь-
ной вершиной u. Главные костабилизаторы порождаются костабилизаторами всех вершин n-го
слоя: costG(n) = gr(costG(u) | |u| = n) ∼=

∏

|u|=n costG(u).

В работе [11, определение 1] введен класс ветвящихся групп G. Это группы, точно дей-
ствующие на сферически-однородном дереве, у которых все главные костабилизаторы имеют
конечный индекс |G : costG(n)| < ∞. Приведенные в [11] примеры ветвящихся групп являются
АТ-группами.

О п р е д е л е н и е 7. АТ-группа называется регулярной, если она задана над последова-
тельностью групп, а сопровождающими перестановками ее порождающих элементов являются
умножения на элементы этих групп, т. е. их регулярные представления.

О п р е д е л е н и е 8. Регулярная АТ-группа над последовательностью цикличес-
ких групп простого порядка ω = (p, q, . . .) называется ATω-группой, а над последователь-
ностью циклических групп произвольного конечного порядка — ATΩ-группой.

Пусть d = (f, av1 , av2 , . . . , avp−1) — продольный порождающий ATω-группы G = gr(c,D)
над последовательностью ω = (p, q, . . .), где f — продольный порождающий 1-срезки G1,
a — корневой порождающий 1-срезки. Множество v = v(d) = (v1, v2, . . . , vp−1) мы можем рас-
сматривать как (p − 1)-мерный вектор над полем GF (q), который назовем сопровождающим
вектором элемента d.

Здесь предполагается, что направляющий путь продольного автоморфизма d начинается
с символа 0. Если же он начинается с символа a, то заменяем его на d(0) = ca ∗ d ∗ c−a.

Легко заметить, что для d, d′ ∈ D, k ∈ N имеют место равенства v(d ∗ d′) = v(d) +
v(d′), v(dk) = kv(d).

Сопровождающие векторы всех продольных элементов порождают сопровождающее про-
странство V = V (G) = 〈v(d) | d ∈ D〉 ≤ GF (q)p−1. Поэтому при нахождении костабилизато-
ров можно использовать методы линейной алгебры. Важную роль при рассмотрении играют
соотношения между простыми числами p, q. Всего возникает около 20 различных вариантов
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для векторных пространств V . Изучив их, мы можем исчерпывающе решить вопрос о струк-
туре costG(1) — главного костабилизатора ATω-группы. Этому посвящена вся гл. 2:

Теорема 1 [9, гл. 2]. Пусть G — ATω-группа, где последовательность ω состоит только
из нечетных простых чисел, тогда фактор-группа st(1)/cost(1) — это подпрямое произведе-
ние или коммутативных, или нильпотентных ступени 2, или метабелевых групп.

Естественно попытаться применить линейные методы и в классе ATΩ-групп.

Следующее понятие важно как техническое упрощение структуры АТ-группы.

О п р е д е л е н и е 9. Пусть G — регулярная АТ-группа над последовательностью групп
A = (A0, A1, . . .), d — продольный порождающий группы G с направляющим путем γ =
(γ0, γ1, . . .) и γe = (e0, e1, e2, . . .) — фиксированный путь по нейтральным элементам групп An.
Тогда спрямлением d вдоль пути γe называется продольный порождающий d(e) с направляю-
щим путем γe, равный [γ(γe)] ∗ d ∗ [γ

−1(γ)].

Здесь [γ(γe)] — это автоморфизм дерева T , у которого нетождественные перестановки стоят
только в вершинах пути γe, а именно: элемент γ0 ∈ A0 расположен в корне дерева T , т. е. в
вершине ∅, элемент γ1 ∈ A1 — в вершине e0, элемент γ2 ∈ A2 — в вершине e0e1 и т. д.

Нетрудно заметить, что автоморфизм [γ(γe)] преобразует путь γe в путь γ. Потом на по-
лученный путь γ подействуем продольным автоморфизмом d. И, последнее, вернем путь γ на
исходную позицию единичного пути. Выполнит эту работу элемент [γ(γe)]

−1 = [γ−1(γe)], т. е.
в вершинах пути γ мы расположим обратные элементы (γ0)

−1, (γ1)
−1, . . . .

Если мы применим операцию спрямления ко всем продольным порождающим, то получим
спрямленную АТ-группу G(e) = gr(C,D(e)), где D(e) = {d(e) | d ∈ D}.

Связь между исходной и спрямленной группами трудно предсказуема. Несложно приве-
сти примеры, когда пересечение групп G

⋂
G(e) состоит только из корневых элементов. Более

того, исходная АТ-группа G может быть континуум порожденной, а спрямленная группа —
2-порожденной.

Спрямленные группы полезны в решении вопросов периодичности АТ-групп. Но только в
том случае, когда последовательность A состоит из периодических абелевых групп.

В дальнейшем спрямление групп мы будем использовать только для АТ-групп над по-
следовательностью конечных абелевых групп, для которых естественна аддитивная нотация.
То есть спрямленный путь будет состоять из нулей γ0 = (0, 0, 0, . . .), а спрямленную группу
обозначим через G(0).

Индукция по слоговой длине. Слогами назовем степени корневых и продольных порожда-
ющих. Каждый элемент группы g ∈ G может быть записать в виде произведения этих слогов.
Под слоговой длиной понимаем число вхождений продольных слогов. Причина ограничиться
только продольными слогами заключается в том, что при сужении на поддеревья неединичные
образы имеют только они.

О п р е д е л е н и е 10. Пусть G = gr(c,D(0)) — спрямленная ATΩ-группа и g ∈ G, тогда
g = c1 ∗ d1 ∗ . . . ∗ dn ∗ cn+1 где ci — степень корневого порождающего, di — произведение
продольных порождающих. Слоговой длиной называется число ρ(g) сомножителей вида d,
т. е. число n.

Возникают два принципиально различных случая: c1c2 . . . cn+1 = 1, и тогда g ∈ stG(1)
и мы сразу переходим к координатам; c1c2 . . . cn+1 = c 6= 1, в этом случае мы записываем
g = g(0)c, g(0) ∈ stG(1).

Для определения условий конечности важно понятие хэша продольного порождающего.
В случае ATω-групп это сумма сопровождающих перестановок данного уровня.

В случае ATΩ-групп хеш — это вектор. Вот точные определения.
Прежде всего явно выпишем сопровождающие перестановки продольных порождающих.

В случае ATω-группы, где ω = (p0, p1, p2, . . .), имеем

d = (d1, v
(1)
1 , v

(1)
2 , . . . , v

(1)
p0−1), v

(1)
i ∈ GF (p1), . . . ,
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dn−1 = (dn, v
(n)
1 , v

(n)
2 , . . . , v

(n)
pn−1−1), v

(n)
i ∈ GF (pn), n = 2, 3, . . . .

В случае ATΩ-группы, где Ω = (m0,m1,m2, . . .), имеем соответственно

d = (d1, v
(1)
1 , v

(1)
2 , . . . , v

(1)
m0−1), v

(1)
i ∈ Zm1 , . . . ,

dn−1 = (dn, v
(n)
1 , v

(n)
2 , . . . , v

(n)
mn−1−1), v

(n)
i ∈ Zmn , n = 2, 3, . . . .

О п р е д е л е н и е 11. Пусть d — продольный порождающий ATω-группы, тогда после-

довательность χ(d) = (χ1(d), χ2(d), . . .), где χn(d) = v
(n)
1 +v

(n)
2 + . . .+v

(n)
pn−1−1 ∈ GF (pn) — сумма

всех n-сопровождающих перестановок порождающего d, называется его хэшем.

Если порядок циклической группы составной, то определение хэша сложнее.

О п р е д е л е н и е 12. Пусть d — продольный порождающий ATΩ-группы, тогда хэш —
это последовательность χ(d) = (χ1(d), χ2(d), . . .), где χn(d) определяется следующим образом.

Рассмотрим n-й слой дерева. Обозначим, для краткости, mn−1 = k,mn = l и 1 < s < . . . <
r < . . . < t < k — все различные делители натурального числа k. Тогда

χn(d) = (χn,1(d), χn,s(d), . . . , χn,r(d), . . . , χn,t(d)), где

χn,1(d) = v
(n)
1 + v

(n)
2 + . . .+ v

(n)
k−1,. . . , χn,t(d) = v

(n)
t + v

(n)
2t + . . .+ v

(n)

(k
t
−1)t

.

Элемент хэша χn,r(d) — это сумма элементов орбиты действия cr на координаты продоль-
ного порождающего d.

Заметим, что первые координаты хэша ATΩ-группы χ(d) = (χ1,1(d), χ2,1(d), χ3,1(d), . . .) —
это в точности хэш ATω-группы χ(d) = (χ1(d), χ2(d), χ3(d), . . .)

Понятие хэша можно распространить на конечные абелевы группы. Рассмотрим регу-
лярную АТ-группу G над последовательностью конечных абелевых групп (A0, A1, . . .). Пусть

d = (d1, . . . , b
(1)
a , . . .), b

(1)
a ∈ A1, a ∈ A0 — ее продольный порождающий. Отметим, что мы ис-

пользуем аддитивную форму записи как для сопровождающих перестановок из группы A1,
так и для индексирующих их элементов из группы A0. Еще одна особенность. В случае ко-
нечной циклической группы у нас есть естественный порядок перечисления сопровождающих
перестановок — по возростающим степеням порождающего элемента циклической группы.
В случае произвольной конечной группы приходится брать любое из возможных упорядоче-
ний, что мы и сделали. Просто перечислили все сопровождающие перестановки, проиндекси-
ровав их элементами группы A0. Отметим, что для n-срезки Gn продольный порождающий

будет иметь вид dn−1 = (dn, . . . , b
(n)
a , . . .), b

(n)
a ∈ An, a ∈ An−1.

Теперь зададим хэш χ(d) = (χ1(d), χ2(d), . . .). Как и в случае ATΩ-групп, он будет мно-
гомерным, но его координаты упорядочить естественным образом не представляется возмож-
ным.

Пусть Cn−1 = {C | C = gr(a), a ∈ An−1} — множество всех циклических подгрупп
группы An−1. Зададим χn(d) = (. . . , χn,C(d), . . .), C ∈ Cn−1. Пусть C = gr(a), тогда χn,C(d) =
∑

a∈C♯ b
(n)
a , где C♯ = C\{0}, χn,C(d) — это сумма сопровождающих перестановок n-го слоя про-

дольного порождающего d с координатами из множества C♯. Значением хэша χn,C(d) является
элемент группы An.

2. Периодичность и костабилизаторы

Назовем последовательности почти равными, если они отличаются только конечным чис-
лом членов.

Например, если два продольных порождающих имеют почти равные направляющие пути,
то в некоторой n-срезке АТ-группы (а значит, и во всех m-срезках m > n) они будут иметь
одинаковые направляющие пути.

Часто, явно или не явно, в АТ-группах используется эквивалентность “почти равных объ-
ектов”. Формально объекты нашего изучения — это элементы факторизации декартового про-
изведения (групп или множеств) по прямому произведению. Хотя часто удобнее и проще ра-
ботать с прообразом этой факторизации.
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Один из подобных примеров — важная для понимания природы периодичности АТ-групп
следующая теорема.

Теорема 2. Если АТ-группа G = gr(C,D) периодическая, то и все ее n-срезки Gn, n =
1, 2, . . . , периодические. Обратно, если G — АТ-группа, у которой все сопровождающие группы
перестановок периодические, то из периодичности любой n-срезки Gn следует, что группа G
периодическая.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если элемент имеет конечный порядок, то и все его координа-
ты — конечного порядка, а значит, и 1-срезка G1 периодическая. Аналогично 1-срезка груп-
пы G1, а это 2-срезка G2, тоже периодическая и т. д.

Обратно. Всякий элемент группы G можно записать как gc, c ∈ gr(C), g ∈ stG(1). Посколь-
ку сопровождающие группы перестановок периодические, то для некоторого натурального k
ck = 1. Следовательно, (cg)k ∈ stG(1). Координаты элемента (cg)k принадлежат 1-срезке G1.
И мы возвращаемся к началу доказательства с заменой группы G на G1. Выполнив конечное
число раз возведение в степень, мы попадаем в периодическую группу Gn. �

Теорема 3. ATΩ-группа G = gr(c,D) будет периодической тогда и только тогда, когда
будет периодической спрямленная группа G(0) = gr(c,D(0)).

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из [7]. �

Следующая теорема несущественно отличается от своего аналога в теории ATω-групп.

Теорема 4. ATΩ-группа G(0) = gr(c,D(0)) будет периодической тогда и только тогда,
когда конечный порядок имеют все элементы {d, da | d ∈ gr(D(0)), a ∈ gr(c)} во всех n-срез-
ках группы G(0).

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из [7], толь-
ко кроме произведений dc нужно рассмотреть и произведения dcr, где r пробегает все делители
порядка корневого порождающего c. �

Мы проверяем периодичность группы по произведению всего двух элементов dc, но во
всех срезках. Это значит, что произведение произвольной длины при переходе к срезкам будет
уменьшаться и на одной из них станет произведением двух элементов.

Если АТ-группа задана явно через сопровождающие перестановки продольных порожда-
ющих, то предыдущая теорема мало полезна. В [7, теорема 1] дано прямое описание периоди-
ческих ATω-групп, у которых продольные порождающие заданы явно через сопровождающие
перестановки.

Теорема 5. ATω-группа G(0) = gr(c,D(0)) над ограниченной последовательностью ω бу-
дет периодической тогда и только тогда, когда хэш χ(d) содержит бесконечно много нулей
для любого d ∈ gr(D(0)).

Отметим, что ограниченность последовательности ω можно отбросить и заменить ее на пери-
одичность группы gr(D(0)). Но это экзотический случай, не имеющий отношения к бернсай-
довым группам. Если последовательность ω неограниченная, но тем не менее ATω-группа над
ней периодическая, то она локально конечна.

Периодичность ATΩ-групп тоже может быть описана в терминах хэша, но не так просто.

О п р е д е л е н и е 13. Введем понятие нити. Пусть d ∈ gr(D0) и χ(d) = (χ1(d),
χ2(d), . . .) — его хэш. Поскольку все должно выполняться во всех n-срезках, то сразу перейдем
на n-й слой дерева. (Все обозначения из определения 12.)

1. Возьмем некоторый делитель r|k.
2. Находим координату χn,r(d) = α,α ∈ Zl.
3. Вычисляем r1 = gcd(α, l) и переходим к шагу 1 с заменой n на n+ 1, а r на r1.
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4. Далее находим r2, r3, . . .

5. Если α = 0, то процесс прекращается, нить обрывается.

Последовательность r, r1, r2, r3, . . ., стартовавшую с n-го слоя, назовем n-нитью.

Понятие нити можно распространить на регулярные АТ-группы над последовательностью
конечных абелевых групп. Используем обозначения в комментариях после определения 12.

1. Берем элемент a ∈ An−1,. Пусть C = gr(a).

2. Находим координату χn,C(d) = α,α ∈ An.

3. Вычисляем C ′ = gr(α) и переходим к шагу 1 с заменой n — на n+ 1, а C — на C ′.

4. Далее находим C ′′, C ′′′, . . . .

5. Если α = 0, то процесс прекращается, нить обрывается.

Последовательность C,C ′, C ′′, . . ., стартовавшую с n-го слоя, назовем n-нитью.

Теорема 6. ATΩ-группа G(0) = gr(c,D(0)) над ограниченной последовательностью Ω бу-
дет периодической тогда и только тогда, когда для каждого d ∈ gr(D(0)) и каждого нату-
рального n все n-нити будут конечными.

Д о к а з а т е л ь с т в о достаточности индукцией по слоговой длине. В силу того что
последовательность Ω ограничена, периодичность корневого и продольных порождающих оче-
видна. Для корневого порядок равен |Ω0|, порядок продольных делит НОК(Ω).

а) Пусть |Ω0| = rk и h = dcr, d ∈ gr(D(0)). Рассмотрим g = hk = (dcr)k. Очевидно, что
g ∈ stG(1) и имеет место равенство g = (dcr)k = d ∗ [crdc−r] ∗ [c2rdc−2r] ∗ . . . ∗ [c(k−1)rdc−(k−1)r].

Вычислим координаты элемента g = (g0, g1, . . . , gΩ0−1).

Пусть d = (d1, v
(1)
1 , v

(1)
2 , . . . , v

(1)
Ω0−1), v

(1)
i ∈ ZΩ1 .

Координаты элемента g разобьются на орбиты действия элемента r на группу ZΩ0 :

{
(0, r, 2r, . . . , (k − 1)r), (1, 1 + r, 1 + 2r, . . . , 1 + (k − 1)r), . . . ,

(r − 1, r − 1 + r, r − 1 + 2r, . . . , r − 1 + (k − 1)r)
}
.

Поскольку продольный порождающий d имеет всего одну продольную координату, то все
они будут содержаться в первой орбите. Все остальные орбиты будут состоять только из кор-
невых элементов, и, значит, их периодичность очевидна.

Координаты с номерами из первой орбиты все будут попарно сопряженными, поэтому вы-
пишем только нулевую координату. Здесь маленькая ремарка. Циклические группы удобнее
задавать в аддитивной форме, т. е. работать сразу с показателем степени. Но в те редкие
моменты, когда мы сталкиваемся с продольным порождающим, нужно переходить к мульти-
пликативной записи, и аддитивный элемент становится показателем степени. Поэтому пусть
c — корневой порождающий исходной группы G, элемент a — корневой порождающий ее
1-срезки G1, тогда

g0 = d1 ∗ a
vr ∗ av2r ∗ . . . ∗ a

v
(
Ω0
r −1)r .

Когда мы соберем вместе все показатели степени корневого порождающего 1-срезки G1 и
вернем верхний индекс 1-срезки (1), который мы убрали для читаемости формулы. То увидим,

что это первый элемент 1-нити: α = χ1,r(d) = v
(1)
r + v

(1)
2r + . . .+ v

(1)

(
Ω0
r
−1)r

.

И поэтому g0 = d1 ∗ a
α. Положим r1 = gcd(α,Ω0) и вместо g0 = d1 ∗ a

α рассмотрим элемент
d1 ∗a

r1 как и требуется по определению нити. Эта замена не повлияет на результат, так как ор-
биты (0, α, 2α, . . .) и (0, r1, 2r1, . . .) состоят из одних и тех же элементов, только расположенных
в разном порядке. Но поскольку сопровождающие перестановки принадлежат коммутативной
группе, то результат не изменится.

Таким образом, возведя элемент g0 в степень Ω1/r1, мы получим второй элемент нити и т. д.
На некотором конечном шаге n очередной α станет равным 0, поэтому соответствующий g0
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попадет в st(1) n-срезки Gn. Значит, все его координаты станут или корневыми порождающи-
ми, или продольными, или сопряженными с продольными. По предположению индукции все
они будут иметь конечный порядок.

Шаг индукции.
б1) Пусть элемент g ∈ G имеет слоговую длину n и g ∈ stG(1). Пусть k = |Ω0|, тогда

g = (g1, g2, . . . , gk−1). Легко заметить, что ρ(g1)+ρ(g2)+ . . .+ρ(gp) ≤ ρ(g), поскольку у каждого
продольного порождающего всего одна продольная координата.

Кроме того, ρ(gi) ≤
[ρ(g) + 1

2

]

, i = 1, 2, . . . , k − 1 (квадратные скобки — это взятие целой

части рационального числа), поскольку в записи g = gc ∗ gc
′

. . . соседние продольные порож-
дающие сопряжены разными степенями корневого порождающего.

Если бы сопрягающие элементы совпали, то продольные порождающие, в силу того что у
них одинаковые направляющие пути, в произведении дали бы новый продольный порождаю-
щий и это уменьшило бы слоговую длину. Таким образом, слоговая длина координат элемента
g уменьшилась бы. Значит, все координаты элемента g, а следовательно и он сам, имеют ко-
нечный порядок.

б2) Пусть элемент g ∈ G имеет слоговую длину n и g /∈ stG(1). Пусть k = |Ω0|, тогда
g = (g1, g2, . . . , gk−1) ∗ cr. В записи элемента g через корневые и продольные порождающие
выбросим все корневые порождающие. Произведение оставшихся продольных порождающих
обозначим через d(g).

Опуская несложные технические детали, мы оказываемся в условиях пункта а) текущего
доказательства. Самый трудный случай, когда слоговая длина координат после возведения в
степень gk/r не уменьшается, сводится к случаю а) с заменой продольного порождающего d на
d(g). И здесь, также после серии возведений в степень и перехода к координатам, мы достигнем
в некоторой срезке обрыва нити и уменьшения слоговой длины исходного элемента.

Необходимость очевидна. Нити — это и есть процедура возведения в степень. Если элемент
имеет конечный порядок, то связанная с ним нить конечна. �

Следствие 1. Пусть G(0) = gr(C,D(0)) — регулярная АТ-группа над последовательно-
стью абелевых групп, порядки которых ограничены. Группа будет периодической тогда и
только тогда, когда для каждого d ∈ gr(D(0)) и каждого натурального n все n-нити будут
конечными.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого следствия аналогично доказательству теоремы 6. �

Теорема 6 плохо применима на практике, поведение нитей проследить трудно. Есть более
полезное для практики достаточное условие.

Теорема 7. Для периодичности ATΩ-группы G(0) = gr(c,D(0)) достаточно, чтобы у
каждого d ∈ gr(D0) хэш χ(d) содержал бесконечно много номеров n, таких что χn(d) со-
стоит из одних нулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если некоторая координата хэша состоит из нулей, то любая
нить на этой координате оборвется. Поскольку таких нулевых координат у хэша бесконечно
много, то обрыв всех нитей гарантирован для всех n-срезок. �

Следствие 2. Для периодичности регулярной АТ-группы над последовательностью ко-
нечных абелевых групп ограниченного порядка G(0) = gr(c,D(0)) достаточно, чтобы у каж-
дого d ∈ gr(D0) хэш χ(d) содержал бесконечно много номеров n, таких что χn(d) состоит
из одних нулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о этого следствия аналогично доказательству теоремы 7. �

Аналог теоремы 1 о структуре костабилизаторов для класса ATΩ-групп известными мето-
дами очень трудно доказуем.
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Если у ATω-групп приходится разбирать около 20 вариантов соотношений между сосед-
ними циклическими группами простого порядка, то для ATΩ-групп, если следовать методике
ATω-групп, таких случаев будет бесконечно много. Фактически каждую отдельную группу
придется изучать самостоятельно.

Следующее утверждение пока проверено только на отдельных примерах. Но, скорее всего,
за исключением специально подобранных случаев, оно верно для большинства ATΩ-групп.

Утверждение 1. Пусть G — ATΩ-группа, где последовательность Ω состоит только
из нечетных чисел, тогда фактор группа st(1)/cost(1) — это подпрямое произведение или
коммутативных, или нильпотентных ступени 2, или метабелевых групп.

Пусть G = gr(c,D) — ATΩ-группа над последовательностью нечетных чисел Ω = (k, l, . . .).
И продольные порождающие имеют вид d = (d1, v1(d), v2(d), . . . , vk−1(d)), vi ∈ Zl.

Корневой порождающий 1-срезки G1, а мы здесь используем аддитивную форму записи,
— это 1(mod l). В случае ATω-групп порождающим является любой ненулевой элемент. В слу-
чае ATΩ-групп нахождение порождающего корневой подгруппы 1-срезки G1 может оказаться
проблемой.

По определению АТ-групп Zl = gr(vi(d) | d ∈ D, i = 1, 2, . . . , k − 1).

Естественно возникает вопрос: какое минимальное количество продольных порождаю-
щих d и сопряженных с ними cidc−i нужно использовать, чтобы получить на нулевой ко-
ординате корневой порождающий 1-срезки G1 ?

Сформулируем теоретико-числовую задачу. В группе Zl задано некоторое порождающее
множество α, β, . . . Выделяем в нем минимальное порождающее множество, пусть в нем будет
s элементов. Какое максимальное значение может принимать s при фиксированном l?

Лемма 1. Максимальное значение числа s равно числу различных простых делителей
числа l.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что элемент α порождает в Zl ту же подгруппу, что
и элемент gcd(α, l). Поэтому можем сразу считать, что все элементы α, β, . . . — это делители
числа l. Далее применяем китайскую теорему об остатках. �

Лемма является полезным инструментом при вычислениях в классе ATΩ-групп.

П р и м е р 1. Пусть G = gr(c, d) — ATΩ-группа, над последовательностью Ω = (5, 105, . . .)
d = (f, a15, a21, a35, 1).

Пусть α ∗15+β ∗21+ γ ∗35 = 1 (значения α, β, γ находить не будем, пример иллюстрирует
технику вычислений в АТ-группах), тогда, чтобы получить на нулевой координате порожда-
ющий a 1-срезки G1, нужно выполнить следующие вычисления:

h = (cdc−1)α ∗ (c2dc−2)β ∗ (c3dc−3)γ

= (a15, a21, a35, 1, f)α ∗ (a21, a35, 1, f, a15)β ∗ (a35, 1, f, a15, a21)γ

= (a, a21α+35β , a15αfγ , fβa21γ , fαa15β+21γ).

После этого нужно использовать коммутаторные тождества, чтобы по нулевой координате
получить коммутатор [f, a]. Например, вычислив коммутатор [d, f ]. Далее, для нахождения
костабилизатора можно применять технику [9, гл. 2]. �

Но в самом важном для теории p-групп случае ситуация намного лучше.

П р и м е р 2. Пусть G = gr(c, d) — ATΩ-группа, Ω = (ps, pt, . . .), где p — простое число,
s, t, . . . — натуральные числа. Пусть d = (f, . . . , avi , . . .), где i = 1, 2, . . . , ps − 1, vi ∈ Zpt. В силу
леммы 1 один из показателей степени vi будет порождающим группы Zpt . Не теряя общности
можем считать, что vi = 1. Рассмотрим коммутатор [d, cidc−i] = ([d, c], 1, . . . , 1, [cv−i , d]

︸ ︷︷ ︸
, 1, . . . , 1),
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выделенная координата имеет номер i. Затем, используя стандартные для ATω-групп рассуж-
дения [9, гл. 2], мы получим, что костабилизатор costG(1) изоморфен или прямому произведе-
нию коммутантов [G1, G1] 1-срезки, или вторым централам [[G1, G1], G1]. �

И еще один пример с вычислением костабилизатора.

П р и м е р 3. Пусть G = gr(c, d) — регулярная АТ-группа над последовательностью
A = (Z15,Z15 . . .), d := (d, c, c−1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). Тогда G — {3, 5}-группа, а ее коста-
билизатор cost((0)) = ([G1, G1], 1, . . . , 1) совпадает с коммутантом 1-срезки.

Для краткости записи продольных порождающих мы используем компьютерную нотацию,
где левая часть равенства не равна правой, ей присваивается значение правой. То есть имеет
место цикл: структура циклически повторяется, воспроизводится — все n-срезки, как абстракт-
ные группы, отождествляются. Как группы, действующие на дереве, они разные, поскольку
действуют на разные части дерева, но как группы они изоморфны и даже как группы переста-
новок изоморфны, т. е. действуют на изоморфных объектах, в нашем случае — на поддеревьях,
изоморфных исходному дереву.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как χ(d) = ((0, 0, 0), (0, 0, 0), . . .), то в силу теоремы 7 груп-
па G периодическая.

Рассмотрим коммутатор [d, (c2dc−2)−1] = ([d, c], 1, . . . , 1). Поскольку stG((0)) индуцирует
на нулевой координате 1-срезку G1, то мы получим нормальное замыкание коммутатора [d, c]
в группе G1, а это и есть коммутант группы G1. �

3. АТ-подгруппы, внутренние деревья и внутренние АТ-группы,

элементарные АТ-группы

Приведем пример отрицательного решения вопроса 16.79 из [10].

П р и м е р 4. Пусть G = gr(c, d) — регулярная АТ-группа над последовательностью
A = (Z10,Z10 . . .), d := (d, 1, c, 1, c−1 , 1, 1, 1, 1, 1). Тогда |c| = |d| = 10, G — {2, 5}-группа, а ее
подгруппа F = gr(c2, d2) — бесконечная 5-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего группа G периодическая, так как все координаты
хэша ее продольного порождающего d состоят из одних нулей.

Несмотря на то что последовательность Ω = (10, 10, . . .) состоит из четных чисел,
cost((2)) = [G1, G1], т. е. совпадает с коммутантом 1-срезки. В самом деле, рассмотрим комму-
татор

[d, c2dc−2] = ([d, 1], [1, 1], [c, d], [1, 1], [c−1 , c], [1, 1], [1, c−1 ], [1, 1], [1, 1], [1, 1]) = (1, 1, [c, d], 1, . . . , 1).

Поскольку stG(1) индуцирует на всех поддеревьях 1-го слоя 1-срезку G1, то на коорди-
нате (2) мы имеем нормальное замыкание коммутатора [c, d] в группе G1. Так как группа
G1 = gr(c.d), то это нормальное замыкание совпадает с коммутантом [G1, G1].

Если в исходном дереве выделить поддерево с четными вершинами, то оно будет изоморфно
дереву (5, 5, . . .) и на нем будет действовать группа F = gr(c2, d2) = gr(a, f). На языке 5-дерева
f := (f, a, a−1, 1, 1).

Это ATω-группа, все хэши ее продольного порождающего нулевые, значит, она 5-группа. �

В чем же главное отличие от случая ATω-групп? В том, что у циклической группы состав-
ного порядка есть собственные подгруппы.

О п р е д е л е н и е 14. Подгруппа H АТ-группы G над деревом T называется АТ-под-
группой, если она АТ-группа над деревом T.

В примере 4 подгруппа F является АТ-группой над 5-деревом, но не АТ-группой над
10-деревом и, значит, не АТ-подгруппой.
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О п р е д е л е н и е 15. Подгруппу АТ-группы, являющуюся АТ-группой, но не АТ-под-
группой, назовем внутренней АТ-группой.

Отметим, что в классе ATω-групп все подгруппы, являющиеся АТ-группами являются и
АТ-подгруппами, т. е. внутренних АТ-групп у них нет. Это отличие и стало причиной отрица-
тельного ответа на вопрос 16.79 в классе ATΩ-групп.

О п р е д е л е н и е 16. АТ-группа называется элементарной АТ-группой, если в ней нет
внутренних АТ-групп.

Такой группой является группа из примера 3. Внутренние АТ-группы у нее есть, но все
они единичные.

О п р е д е л е н и е 17. Пусть A = (A0, A1, . . .) — последовательность периодических
групп, B = (B0, B1, . . .) — последовательность их собственных подгрупп, тогда слойно (сфе-
рически) однородное дерево TB называется внутренним поддеревом слойно однородного дере-
ва TA и обозначается через TB ≤ TA.

Следующее утверждение сразу следует из определений, используемых в его формулировке.

Утверждение 2. Пусть A = (A0, A1, . . .) — последовательность периодических групп,
π(A) = (π(A1), π(A2), . . .) — последовательность множеств простых порядков элементов
этих групп. Пусть далее W (A) = {ω | ω = (ω0, ω1, . . .), ωi ∈ π(Ai), i ∈ N} — всевозможные
ω последовательности. (Отметим, что если A = ω, то W (ω) = {ω}; это подчеркивает
элементарность ATω-групп.) Тогда для любого ω ∈ W имеем Tω ≤ TA. �

Опишем на языке сопровождающих перестановок элементарные ATΩ-группы.

Утверждение 3. Если ATΩ-группа G(0) = gr(c,D(0)) является элементарной АТ-группой,
то у любого продольного порождающего d ∈ gr(D(0)) n-е сопровождающие перестановки
только тогда могут быть не тождественными, когда номер координаты, на которой они
расположены, взаимно прост с числом Ωn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения продольных порождающих следует, что на ко-
ординатах, пронумерованных любой собственной погруппой группы ZΩn , расположены только
тождественные перестановки. Значит, на всех внутренних поддеревьях будут индуцированы
единичные группы. �

Утверждение 4. Если регулярная АТ-группа G является элементарной АТ-группой, то
она принадлежит классу ATΩ-групп.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если некоторая сопровождающая группа перестановок груп-
пы G не циклическая, то в ней есть хотя бы две не вложенные друг в друга циклические
подгруппы. Используя любую из них, можно построить внутреннюю АТ-группу, и хотя бы
одна из них не будет единичной (иначе вся АТ-группа будет единичной). �

Эта несложное утверждение важно. Оно говорит, о том, что существующую технику (ли-
нейную алгебру над полями Галуа) можно эффективно применять только в классе ATΩ-групп.

Ниже поясняется, почему ATω-группы присутствуют, как кирпичики, во всех регулярных
АТ-группах над последовательностью периодических групп и даже произвольных АТ-группах
над последовательностью периодических групп перестановок.

Подгруппами АТ-группы G над последовательностью A могут быть ATω-группы для неко-
торых (а может и для всех) ω ∈ W (A). Какие именно — вопрос, зависящий от конкретной
АТ-группы G.

Изучение внутренних ATω-групп и ATΩ-групп вполне — реальный путь изучения произ-
вольной АТ-группы G над последовательностью периодических групп.

Теорема 6 и следствие подтверждают это, потому что проверка периодичности элемента
АТ-группа — это движение вдоль нитей, а нити построены по циклическим группам. То есть
в процессе доказательства периодичности мы строим внутреннюю ATΩ-группу.
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Утверждение 5. При возведении в степень, для перехода на поддеревья, элемента ви-
да dc, где d — корневой, а c — корневой порождающий регулярной АТ-группы, мы создаем
внутреннюю АТ-подгруппу, являющуюся ATΩ-группой над последовательностью цикличе-
ских групп C,C ′, C ′′, . . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из определения хэша АТ-группы над последовательно-
стью конечных абелевых групп и соответствующей нити. �

В случае, если АТ-группа G не является регулярной, т. е. последовательность A состо-
ит из множеств без групповой структуры, для изучения группы G также можно применить
внутренние ATω-группы.

Пусть Π = (Π1,Π2, . . .) — сопровождающие группы перестановок АТ-группы G. Пусть все
сопровождающие группы периодические. По аналогии с утверждением находим последова-
тельность множеств π(Π) = (π(Π1), π(Π2), . . .) и множество омега-последовательностей

W (Π) = {ω | ω = (ω1, ω2, . . .), ωi ∈ π(Πi), i ∈ N}.

Отличие от регулярного случая состоит в следующем.

При построении внутреннего поддерева дерева TA мы будем использовать сопровожда-
ющие перестановки простого порядка p. Эти перестановки будут произведением одного или
нескольких циклов длины p. Выбрать мы можем любой из этих циклов и элементы именно
этого цикла взять в качестве вершин данного слоя слойно однородного дерева.

Поэтому по одной ω последовательности простых чисел может быть построено несколько,
а может быть даже и бесконечно много, разных внутренних поддеревьев.

Конечно, они будут изоморфны, но задействованы будут разные ребра и разные вершины
исходного дерева.

Это универсальный план исследования АТ-групп.

4. Вопросы для “часа проблем”

В о п р о с 1. В работе [7] построена конечно порожденная периодическая группа с про-
извольным кручением.

а) Существует ли 2-порожденная периодическая группа, в которую вложена любая конеч-
ная группа?

б) Существует ли такая группа в классе АТ-групп над последовательностью конечных
групп или множеств?

В о п р о с 2. Вычислить факторы нижнего центрального ряда:

а) 3-группы Гупты [5] G = gr(c, d) с продольным порождающим d := (d, c, c−1);

б) непериодический аналог группы Гупты F = gr(c, f) с продольным порождающим f :=
(f, c, 1).

В о п р о с 3. Существует ли 2-порожденная -группа Голода с тривиальным центром, в
которую вложена любая конечная p-группа.

В о п р о с 4. В работе А.В.Рожкова “Условия конечности в группах автоморфизмов де-
ревьев” (Алгебра и логика, 1998, Т. 37, № 5, C. 568–605) построена p-группа с очень медлен-
ным ростом периодов элементов (меньше суперпозиции любого числа логарифмов). Найти
функцию роста этой группы. Возможно, эта группа является ответом на вопросы 9.9 и 15.16
Коуровской тетради.

Заключение

1. Для теории бернсайдовых групп наибольший интерес представляют периодические
АТ-группы. Поэтому в силу теоремы о спрямлении, которая утверждает, что спрямление не
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влияет на периодичность, все продольные порождающие АТ-групп можно брать с одним и
тем же направляющим путем. Например, с путем по нейтральным элементам сопровождаю-
щих групп γe = (e0, e1, e2, . . .)

2. В классе бернсайдовых групп наибольший интерес представляют p-группы. Поэтому в
силу решения вопроса 16.79 в классе ATω-групп можно ограничиться последовательностями
вида ω = (p, p, p, . . .), а в классе ATΩ-групп последовательностями — вида Ω = (pk, pl, ps, . . .).

3. При изучении периодических АТ-групп все сводится к регулярным АТ-группам над по-
следовательностью циклических групп произвольных конечных порядков. А чтобы изучить
эти группы, нужны регулярные АТ-группы над последовательностью циклических групп про-
стого порядка. То есть класс ATΩ-групп аппроксимирует все периодические АТ-группы. И если
мы интересуемся только бернсайдовыми группами, то мы можем ограничиться этим классом.

4. При всем многообразии параметров, не ограниченных даже мощностью несущего множе-
ства, конструкция АТ-групп оказалась очень жесткой. Попытки формализовать АТ-группы,
т. е. описать их формальные свойства без привязки их к реализации как групп автоморфиз-
мов деревьев,скорее всего, безнадежны. Попытки вычленить АТ-группы абстрактно сведутся,
возможно, к явному описанию АТ-групп.

5. Возможно АТ-группы и группы Голода — два очень разных направления развития ф.а.
бернсайдовых групп неограниченного периода. И, более того, это всего два из очень многих
направлений теории ф.а. бернсайдовых групп неограниченного периода.

6. Для построения новых примеров p-групп с необычными свойствами конечности перспек-
тивным представляются регулярные АТ-группы над последовательностью p-групп (не обяза-
тельно конечных), в том числе над последовательностью АТ-групп, являющихся p-группами.
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