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Очевидно, что очень часто реальные явления, процессы, устройства весьма

сложны и «многомерны».  Но во многих случаях  для целей системного анализа,

моделирования и классификации указанные объекты исследования удается разбить
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на  условные  «подобъекты»,  либо  «классы»,  соответствующие  различным

альтернативным  «условиям»  функционирования  или  «свойствам»  исходных

объектов. Формализовать такие альтернативные «условия» («свойства») можно, в

частности, с помощью аппарата вероятностных событий-гипотез (используемых в

формуле  полной  вероятности  и  в  формуле  Байеса).  Направления  исследований

объектов также нередко определяются указанными гипотезами.  Естественно,  что

при таких направлениях исследований и соответствующие «решения» по объектам

будут иметь форму данных гипотез. То есть указанные «решения» будут созвучны

гипотезам, соответствовать, либо противоречить им и, как и гипотезы, могут быть

правильными,  либо  ошибочными.  В  последнем  случае,  такие  «решения»  будут

реализовывать ошибки 1-го и 2-го рода при бинарной классификации или, в общем

случае, ошибки при многоклассовой классификации.

Общая  теория  и  сведения  по  ошибкам1-го  и  2-го  рода  изложены,  

в  частности,  в  [1]–[3].  Одному  из  методов  многоклассовой  классификации

посвящена,  например,  работа[4].  В  [5],  [6]  исследовались  методы  нахождения

вероятностей  ошибок  1-го  и  2-го  рода  при  бинарной  классификации,  а  также

проводился  анализ  вероятностей,  связанных  с  ошибками  1-го  и  2-го  рода  при

бинарной классификации. 

В  данной  работе  делается  попытка  определенной  систематизации  и

обобщения  способов  нахождения  вероятностей,  характеризующих достоверность

бинарной  и  многоклассовой  классификации,  основанных  на  формуле  полной

вероятности и формуле Байеса ([3]).

Актуальность данной работы заключается в том, что применение полученных

в  ней  результатов  позволит  проще  выполнять  корректное  моделирование  и

оптимизацию вероятностей ошибок указанных видов классификации, что позволит

улучшать достоверность  системного анализа,  моделирования или классификации

реальных явлений, процессов, устройств.
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Рассмотрим (априорные) вероятности гипотез при бинарной классификации:

основной  (нулевой)  гипотезы  H 0 и  альтернативной  гипотезы  H 1.  Введем  также

соответствующие события ([6]):

H 0= {гипотеза H 0 верна } , (1)

H 1= {гипотезаH 1верна } . (2)

В  силу  рассмотрения  процесса  бинарной  классификации,  

будем считать события (1), (2) противоположными друг другу:

H 1=H 0 . (3)

В силу соотношения (3) выполняется:

P (H|0 )+P (H|1 )=1 , (4)

причем в (4) достаточно знать хотя бы одну вероятность в левой части равенства.

Аналогично,  рассмотрим  (априорные)вероятности  гипотез  

при  многоклассовой  классификации:  альтернативных  гипотез  H i,  

i = 1, 2, …, n. Cсоответствующие события будут такими:

H i= {гипотеза H iверна } ,i = 1, 2, …, n. (5)

В  силу  рассмотрения  процесса  многоклассовой  классификации,  

будем считать события (5) полной группой несовместных событий:
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H i ·H j=∅ ,i ≠ j, ∑
i=1

n

H i=Ω, (6)

где  ∅ и  Ω– соответственно,  невозможное  и  достоверное  события,  

i,j = 1, 2, …, n.

В силу соотношений (6) выполняется:

∑
i=1

n

P (H|i )=1 . (7)

Рассмотрим  далее  вероятности  ошибок  и  правильных  «решений»

соответствующего  рода  (по  различным  гипотезам).  Это  будут  условные

вероятности следующих видов:

P (H1 реш|H0 )=α , P (H 0 реш|H 1 )=β, (8)

– вероятности ошибок 1-го и 2-го рода и
P (H 0 реш|H0 )=1−α ,P (H 1 реш|H 1 )=1− β (мощность критерия)   (9)

– вероятности правильных решений при бинарной классификации;

P (H iреш|H j ) , i , j=1 ,2,…,n , i≠ j, (10)

– вероятности ошибок «i-го и j-го рода» и
P (H i реш|H i ) , i=1 ,2 ,…,n , (11)

– вероятности правильных решений при многоклассовой классификации.

В  формулах  (8)–(11)  события  вида  H iреш,  i=0,1 , либо1 ,2 ,…,n,  означают,  что

соответствующие  принятые  «решения»  по  объектам  имеют вид  гипотез  H i.  Эти

решения могут быть как  правильными ((9),  (11)),  так  и ошибочными ((8),  (10)).

Соответственно,  события  вида  H i,  i=0,1 , либо1 ,2 ,…,n,  означают  истинные
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(неизвестные для исследователя) гипотезы, при которых принимаются «решения»
H iреш.

Правильные и ошибочные «решения»H iреш, описываемые формулами (8)–(11),

очевидно,  могут  иметь  место только  при истинности  соответствующих гипотез-

условий  H i.  Поэтому  для  системности  исследования  необходим  также  учет

соответствующих  вероятностей  P (H|i ),  i=0,1 , либо1 ,2 ,…,n.  Условно  назовем

формируемые  указанным  образом  вероятности  (12)  –  (15)  «полными»

вероятностями соответствующих ошибок, либо правильных решений при бинарной

и многоклассовой классификации:

P (H|0 ) P (H 1реш|H0 ) ,P (H|1 ) P (H 0 реш|H 1 ), (12)

–«полные» вероятности ошибок 1-го и 2-го рода и
P (H|0 ) P (H 0 реш|H0 ) , P (H|1 ) P (H1 реш|H 1 ), (13)

–«полные» вероятности правильных решений при бинарной классификации;

P (H|j ) P (H iреш|H j ) , i , j=1 ,2 ,…,n ,i ≠ j , (14)

–«полные»вероятности ошибок «i-го и j-го рода» и
P (H|i )P (H i реш|H i ) , i=1 ,2 ,…,n , (15)

–«полные» вероятности правильных решений при многоклассовой классификации.

Любое  решение  H iреш,  i=0,1 , либо1 ,2 ,…,n,  может  быть  правильным,  либо

ошибочным  и  быть  принято  при  любой  из  гипотез-условий  H i.  Следовательно,

вероятность  H iреш,  i=0,1 , либо1 ,2 ,…,n,  необходимо определять  по формуле полной

вероятности (16): 
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P (H|i реш )= ∑
j=0 (1 )

1 (n )

P (H| j )P (H iреш|H j ), (16)

гдеi=0,1 , либо1 ,2 ,…,n;  суммирование  от  0  до  1  соответствует  бинарной

классификации, а от 1 до n – многоклассовой классификации.

Перейдем к построению вероятностей общего правильного решения     (П) и

общей ошибки (О) при 2 и при n альтернативных гипотезах. Эти вероятности будут

определяться по следующим формулам соответственно:

P (П )= ∑
i=0 (1 )

1( n)

P (H|i ) P (H iреш|H i ), (17)

P (О )= ∑
j=0( 1)

1 (n )

P (H|j ) P( ∑i=0 (1 )
i ≠ j

1 ( n)

H iреш|H j). (18)

Можно  показать,  что  выражения  (17)  и  (18)  также  являются  формулами

полной вероятности.  Действительно,  событие «общее правильное решение»,  при

условии верности гипотезы H i (обозначим: П|H i), представляет собой событие H iреш

и  формула  (17)  становится  формулой  полной  вероятности  для  события  П.

Аналогично,  событием  «общая  ошибка»,  при  условии  верности  гипотезы  H j

(обозначим:  О|H j),  будет  являться  событие  ∑
i=0 (1 )
i ≠ j

1 (n)

H iреш

и формула (18) становится формулой полной вероятности для события О.

Построим теперь условные вероятности  всех гипотез  по всем решениям –

также  для  случая  бинарной  и  многоклассовой  классификации.  Пусть  требуется
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найти  условную  вероятность  гипотезы  H j при  условии  события  H iреш,

i , j=0,1 , либо 1 ,2 ,…,n. Воспользуемся формулой Байеса:

P (H j|H iреш )=
P (H| j )P (H iреш|H j )

P (H|i реш )
, (19)

где  P (H|i реш ) может  быть  вычислена  по  формуле  (16),  

i , j=0,1 , либо 1 ,2 ,…,n.

Видно, что формула (19) подходит как для ситуации, когда истинная гипотеза

и  решение  совпадают  (i =  j),  так  и  для  ситуации  ошибочного  решения  (i≠j).

Формула (19) является в определенном смысле обратной к формулам (8)– (11), что

делает ее полезной в определенных прикладных задачах. 

В  статье  выполнена  определенная  систематизация  и  обобщение  способов

нахождения  вероятностей,  характеризующих  достоверность  бинарной  и

многоклассовой  классификации,  основанных  на  формуле  полной  вероятности  и

формуле  Байеса.  Применение  полученных в  статье  результатов  позволит  проще

выполнять  корректное  моделирование  

и оптимизацию вероятностей ошибок и правильных решений при указанных видах

классификации,  что  позволит  улучшать  достоверность  системного  анализа,

моделирования или классификации реальных явлений, процессов, устройств.
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